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2.1     简  介



在实际问题的研究中, 往往涉及多变量, 且不同变量之间有一定的相关性. 当变量较多时, 将增加分析问题

的复杂性. 由于变量较多且变量之间存在相关性, 使得观测到的数据在一定程度上有所重叠. 因此利用变量

间信息的重叠, 通过变量的降维, 可以使得复杂问题得到简化.

主成分分析 (principal component analysis, PCA) 是利用降维的思想, 在尽量减少信息损失的前提下, 将多变

量转化为少数几个综合变量的一种机器学习方法. 例如, 在商品经济中, 用主成分分析可以将复杂的经济数

据综合成几个商业指数 ,  如物价指数、生活费用指数以及商业活动指数等 .  主成分分析是由皮尔逊 

(Pearson)[11] 提出, 后来被霍特林 (Hotelling)[12] 发展起来的. 通常将生成的综合变量称为主成分, 这些主成分

保留原始变量的绝大部分信息,都是原始变量的线性组合, 而且各个主成分之间互不相关. 在研究复杂问题

时, 通过主成分分析, 可以从事物错综复杂的关系中找出一些主要成分, 揭示事物内部变量之间的规律, 简

化问题, 提高分析效率.



2.2     总体的主成分



主成分分析的目标是找到原始变量的一个能够按照“重要性”排序并且信息不重复的线性组合. 具体地, 假设 

X = (X1, X2, · · · , Xp)T 为 p 维随机向量, 其均值为 µ, 协方差矩阵为 Σ. 对 X 进行线性变换, 可以形成新的综

合变量, 记为 Y = (Y1, Y2, · · · , Yp)T, 即
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▶ 首先用一个综合变量 Y1 来替代原始的 p 个变量, 为了使得 Y1 在 X1, X2, · · · ,Xp 的所有线性组合中最具代表性, 应使

其方差最大化, 以最大限度地保留原始变量的方差和协方差结构信息. 由于
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▶ 若对 a1 不加以约束, 可使得 Y1 的方差任意增大, 那么方差最大化就变得没有意义. 因此主成分分析限制 a1 为单位向

量, 即 aT
1 a1 = 1, 寻求向量 a1, 使得 Var(Y1) = Var(aT

1 X) 达到最大, Y1 就称为第一主成分. 若第一主成分所含信息不够

多, 不足以代表原始数据的 p 个变量, 则需要考虑 Y2, 为了使得Y2 中所含信息与 Y1 不重叠, 则应该要求

  ,0,Cov 21 YY

▶ 即 Y1 和 Y2 不相关. 因此主成分分析在上述约束和 aT
2 a2 = 1 的条件下寻求a2, 使得 Var(Y2) = Var(aT

2 X) 达到最大, 所

求的 Y2 称为第二主成分. 类似地, 可以定义第三主成分 · · · · · · 第 p 主成分. 各主成分在总方差中所占比重依次递减. 

实际应用中, 通常只需挑选前几个主成分, 达到简化问题, 抓住问题本质的目的.



本节将阐述求解 X 主成分的计算过程. 假设 Σ 是 X = (X1, X2, · · · ,Xp)T 的协方差矩阵, Σ 的特征值及其相应

的正交单位化特征向量分别为λ1 ⩾  λ2 ⩾  · · · ⩾  λr > λr+1 = · · · = λp = 0 及 a1, · · · , ap, 其中 r = rank(Σ).

▶ 首先求出 X 的第一个主成分 Y1 = aT
1 X. 由于第一主成分的系数 a1 应在条件 aT

1 a1 = 1 下, 使得 X 的所有线性变换中

方差
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T
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▶ 最大化. 因此, 求第一主成分就转换为求解以下约束最优化问题:
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▶ 根据拉格朗日乘子法, 定义拉格朗日函数
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▶ 其中 λ 为拉格朗日乘子. 将拉格朗日函数 L(a1, λ) 分别对参数 a1, λ 求导, 令其为 0, 即得
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▶ 因此, λ 是协方差矩阵 Σ 的特征值, a1 是其对应的单位特征向量. 可得目标函数

.aaaaΣaa   
111111

▶ 因此若 a1 是 Σ 的最大特征值 λ1 对应的单位特征向量, 则 a1 与 λ1 是上述最优化问题的解. 即可得第一个主成分 Y1 = 

aT
1 X, 其方差为协方差矩阵 Σ的最大特征值 λ1, 其系数 a1 是 λ1 对应的单位特征向量.

下面求解 X 的第二个主成分 Y2 = aT
2 X. 由于第二个主成分的系数 a2应满足以下条件：单位向量 aT

2 a2 = 1, 

且 Y2 = aT
2 X 与 Y1 = aT

1 X 不相关,并使得 X 的所有线性变换中方差
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▶ 达到最大.



▶ 因此, 求第二主成分就转换为求解以下约束最优化问题：

.Σaaaa,Σaamax 0     1,  s.t.     112222
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▶ 由于

，2111211121221 aaaaaaΣaaΣaa   

▶ 则有

.aaaa 0      0 2112   ，

▶ 定义拉格朗日函数
    ,aaaaΣaa,,a 1222222 1   L

▶ 其中 λ, ϕ 为拉格朗日乘子. 将拉格朗日函数 L(a2, λ, ϕ) 分别对参数 a2, λ, ϕ求导, 令其为 0, 即得
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▶ 由于

▶ 则 ϕ = 0, 进而可以得到

.aΣa 022 

▶ 显然, λ 是协方差矩阵 Σ 的特征值, a2 是其对应的单位特征向量. 此时, 目标函数可表示为

，022 112121   aaaaΣaa 

，  
222222 aaaaΣaa

▶ 因此若a2 是Σ 的第二大特征值 λ2 对应的单位特征向量, 则a2 与 λ2 是上述最优化问题的解. 即可得第二个主成分

Y2=aT
2 X, 其方差为协方差矩阵Σ 的第二大特征值 λ2, 系数向量 a2 是 λ2 对应的单位特征向量.

以此类推, 可知第 k 个主成分 Yk = aT
k X, 其方差为协方差矩阵 Σ 的第k 大特征值 λk, 系数向量 ak 是 λk 对应

的单位特征向量.



因此, 假设 X 的第 k 个主成分为
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▶ 其中 ak = (ak1, · · · , akp)T. 显然有：
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▶ 即令 A = (a1, · · · , ap), 则 A 是一个正交矩阵, 且 ATΣA = Λ = diag(λ1, · · · ,λp), 其中 Λ = diag(λ1, · · · , λp) 表示对角矩阵. 

因此, 求主成分问题就转化成了求协方差矩阵的特征值和特征向量



1. 主成分的协方差矩阵 Var(Y ) = Λ. 即 Var(Yj ) = λj , j = 1, 2, · · · , p 且Y1, Y2, · · · , Yp 互不相关.

2. 假设 Σ = (σjk)p×p 表示 X 的协方差矩阵, 则总体主成分的方差之和可表示为
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▶ 事实上, 由于 Σ = AΛAT, 则
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▶ 由此可知, 主成分分析是把 p 个随机变量 X1, X2, · · · , Xp 的总方差分解为 p个不相关的随机变量 Y1, Y2, · · · , Yp 的方

差之和.



▶ 在主成分分析中, 令 ηk 表示第 k 个主成分的方差贡献率, 定义为
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▶ 其含义是第 k 个主成分 Yk 所提取的信息占总信息的比例. 根据主成分分析的算法原理, 第一主成分的贡献率最大, 

意味着 Y1 综合原始变量 X1, X2, · · · ,Xp 所含的信息能力最强, 而 Y2, Y3, · · · , Yp 的综合能力依次减弱.
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▶ 前 m 个主成分 Y1, Y2, · · · , Ym 的方差贡献率之和定义为

▶ 表示主成分 Y1, Y2, · · · , Ym 的累积贡献率, 其含义是前 m 个主成分综合提供原始变量信息的能力. 在实际应用中, 通

常选取 m < p, 使得前 m 个主成分的累积贡献率达到较高的比例 (例如, 大于 85%). 此时, 用 Y1, Y2, · · · , Ym 代替原始

随机变量 X1, X2, · · · , Xp 不但使得变量的维数降低, 而且也不损失太多的信息.



3. 设矩阵 A 的第 k 行第 j 列元素为 Akj . 由于 Y = ATX, 则有X = AY , 故而有 Xj = Aj1Y1 + Aj2Y2 + · · · + AjpYp, 

Cov(Yk, Xj ) = λkAjk,则可得主成分 Yk 与原始变量 Xj 的相关系数为
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▶ 它给出了主成分 Yk 与原始变量 Xj 的线性关联性的度量, 也称为因子负荷量或因子载荷量.

4. 之前所提到的累积贡献率度量了前 m 个主成分 Y1, Y2, · · · , Ym 综合提供原始变量 X1, X2, · · · , Xp 所含的

信息能力, 那么前 m 个主成分中包含原始变量 Xj 有多少信息应该如何度量呢？这个指标为前 m 个主成分

Y1, Y2, · · · , Ym 与原始变量 Xj 的相关系数的平方和, 我们称之为 Y1, Y2, · · · ,Ym 对原始变量 Xj 的贡献率.



下面我们通过一个例子阐述总体主成分的计算方法.

▶ 例 2.1   设随机变量 X = (X1, X2, X3)T 的协方差矩阵为
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▶ 则知 Σ 的特征值为                                                   相应的单位正交特征向量为,83,2,83 321  
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▶ 因此, 主成分为
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▶ 取 m = 1 时, Y1 的累积贡献率为                                                    ; 取 m = 2时, Y1, Y2 的累积贡献率为 97.85%. 下表列出 

m 个主成分对变量 Xj 的贡献率.
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▶ 由此可见, 当 m = 1 时, Y1 的累积贡献率已达 72.8%, 但是 Y1 对 X3 的贡献率为 0, 这是因为在 Y1 中没有包含 X3 的任

何信息, 因此仅取 m = 1 不够,故而取 m = 2, 这时 Y1, Y2 的累积贡献率为 97.85%, 且 Y1, Y2 对 Xj (j = 1, 2, 3)的贡献率

也比较高.



在实际问题中, 通常有两种情形不适合直接从协方差矩阵 Σ 出发求主成分. 一种是各变量的单位不全相同, 

对同样的变量使用不同的单位进行主成分分析, 其结果一般是不一样的, 甚至差异较大, 这样做出来的分析

也没有意义. 另一种是各变量的单位虽相同, 但是其变量方差的差异较大, 以至于主成分分析的结果往往倾

向于方差大的变量, 而方差小的变量几乎被忽略. 因此,对这两种情形, 通常先将各原始变量做标准化处理, 

然后从标准化变量的协方差矩阵出发求主成分. 常用的标准化变换为
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▶ 其中 µj = E(Xj ), σjj = Var(Xj ). 此时 X∗  = (X1
∗ , X2

∗ , · · · , Xp
∗ )T 的协方差矩阵为原始变量 X = (X1, X2, · · · , Xp)T 的相关

系数矩阵 ρ = (ρkj )p×p, 其中
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▶ 因此只需直接从相关系数矩阵 ρ 出发求主成分, 此时的主成分分析将均等地对待每一个原始变量. 从相关系数矩阵

出发求的主成分与从协方差矩阵出发是完全类似的, 并且主成分的一些性质具有更简单的数学形式.

设 ρ 的特征值                                                      其中 r =rank(ρ), ρ 的 p 个单位特征向量为                 且相互正

交, 则 p 个主成分为：                                                           记                                                              , 则

有                      .上述主成分具有的性质可以概括如下：
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▶ 3.第 k 个主成分 Yk
∗  的贡献率为       前 m 个主成分 Y1
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▶ 4. 主成分 Yk
∗  与 Xj

∗  的相关系数为 .Aλρ jkkX,Y jk





下面通过一个例子说明分别从协方差矩阵和相关系数矩阵出发求主成分的差异.

例 2.2    随机变量 X = (X1, X2, X3)T 的协方差矩阵为
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▶ 其相关系数矩阵为

.
..

..
..


















140750
40150
750501





▶ 经计算可知 Σ 的特征值为 λ1 = 109.793, λ2 = 6.469, λ3 = 0.738, 相应的单位正交特征向量为
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▶ 因此, 主成分为
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▶ Y1 的贡献率为                                     . 如此高的贡献率归因于 X1 的大方差, 以及 X1, X2, X3 之间存在一定的相关性.9380
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▶ 相关系数矩阵 ρ 的特征值为                                                                  相应的单位正交特征向量为
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▶ 因此, 主成分为
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▶ Y1
∗  的贡献率为                      , Y1

∗  和 Y2
∗  的累积贡献率为                               . 比较从 Σ 出发和从 ρ 出发的主成分分

析结果. 可知从 ρ 出发的 Y1
∗  的贡献率0.705 明显小于从 Σ 出发的 Y1 的贡献率 0.938, 事实上, 原始变量方差之间的

差异越大, 这一点往往越明显. 此例也说明标准化后的结论可能会发生很大的变化, 因此标准化并不是无关紧要的.
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2.3     样本主成分



在上一节, 我们可以从协方差矩阵 Σ 或相关系数矩阵 ρ 出发求主成分.但是在实际问题中, Σ 和 ρ 一般都是

未知的, 需要通过样本来进行估计得到.设

  n,,,i,X,,X ipii  21T
1 

为取自样本数据矩阵 X = (X1, · · · , Xn)T 的一个简单随机样本, 其中 p 表示特征维数, n 表示样本数. 样本的

协方差矩阵和相关系数矩阵分别为
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▶ 其中
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▶ 分别以 S, R 作为 Σ, ρ 的估计, 再按照总体主成分的方法求得的主成分称之为样本主成分.

设                                                            为样本协方差矩阵 S 的特征值,                  为对应的正交单位化特征向

量, 其中                              , 则第 m 个样本的第 j 个主成分可表示为                     . 此时, 可以得到
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▶ 1. Yj 的样本方差为
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▶ 2. Yk 与 Yj 的样本协方差为

▶ 第 j 个主成分的贡献率为

  .0ˆˆ,Cov T  jkjk YY aSa

▶ 3. 样本总方差为
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▶ 前 k 个主成分累积贡献率为
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类似地, 为了避免单位不统一或者变量之间差异性较大产生的影响, 可以对样本进行标准化处理, 即令
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▶ 标准化后数据的样本协方差矩阵即为原始数据的样本相关系数矩阵 R. 由 R出发所求的样本主成分称为标准化样本

主成分. 计算 R 的特征值及相应的正交单位化特征向量即可求得标准化样本主成分. 此时, 标准化的样本总方差为 p.

选取前 m 个样本主成分, 使其累积贡献率达到一定的要求 (例如, 大于85%), 用这 m 个样本主成分代替原始

数据进行分析, 可以达到在保留大部分信息的前提下, 降低原始数据维数的目的.



2.4     非线性主成分分析



传统主成分分析一般适应于线性降维, 其对于非线性数据往往不能达到较好的效果, 例如, 不同人之间的人

脸图像存在非线性关系, 用传统的线性主成分分析结果不尽人意. 下面介绍几种非线性主成分分析算法



核主成分分析 (kernel principal component analysis, KPCA) 是对传统主成分分析 (PCA) 算法的非线性拓展. 

简单地说, 通过将非线性不可分问题映射到维度更高的特征空间, 使其在新的特征空间上线性可分. 设样本

数据矩阵 X = (X1, · · · , Xn)T, 其中 p 表示特征维数, n 表示样本数. X ∈ Rp 为取自 X 的一个简单随机样本, 

为了将其映射到维度更高的 k 维子空间, 定义如下非线性映射函数 ϕ:

   : R R p k p k

换句话说, 利用 KPCA, 可以通过非线性变换将数据映射到一个高维空间, 然后在此高维空间中使用标准 

PCA 将其映射到另外一个低维空间中, 并通过线性分类器进行划分. 但是, 由于协方差矩阵中每个元素都是

向量的内积, 因此映射到高维度空间后, 向量维度增加导致计算量大幅度增大. 故而,可以利用核函数忽略映

射函数的具体形式, 直接得到低维数据映射到高维后的内积.



假设 ϕ(X) 是一个映射后的中心化的矩阵, 维数是 n × k, 可以计算得到协方差矩阵为

   .1 Τ ΧΧ 
n



▶ 然而, 由于我们没有显式的定义映射 ϕ, 无法计算 Σ, 传统的 PCA 算法失效.但是, 由                                        ,两边同除

以 λ, 得到V                                               a , 因此, 特征向量可表示为 ν = ϕ(X)Ta, 代入 Σν = λν, 则可得

     ν
n

ΧΧ Τ1

     ΤΤ1 ΧΧΧ 


 ν
n

        ,1 ΤΤΤ aa ΧΧΧΧ  
n

▶ 两边左乘 ϕ(X), 则可得

    ,1 Τ aa  ΧΧ
n

▶ 即

,1 aKa 
n

（2.4.1）



▶ 其中 K 为核矩阵：K = ϕ(X)ϕ(X)T. 显然, K 由高维空间中的内积决定, 为了避免由此带来的复杂计算, 我们不需要显

式定义映射 ϕ(X), 可通过定义核函数表示样本点在高维空间中的内积, 这就是核技巧. 令 k(X,Y ) 表示核函数, X = 

(X1, · · · , Xp)T、Y = (Y1, · · · , Yp)T 表示样本. 此时矩阵 K 的第 i行, 第 j 列元素 Kij = k(Xi,Yj ). 由单位特征向量的假定知 

νTν = 1, 推出aTKa = 1, 因此得到条件

.1Τ aan （2.4.2）

▶ 利用式 (2.4.1) 和条件 (2.4.2) 可以求解出未知向量 a, 以及对应的特征值和特征向量. 接下来, 对于一个新的样本 X, 

我们可以得到它的第一主成分是
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▶ 其中 ν1 是最大特征值对应的特征向量.



常用的核函数有：

▶ 1. 线性核函数：

  ,, T ck  YXYX

▶ 2. 多项式核函数：

其中 c 为参数.

    ,, T dcak  YXYX 其中 a, b, c 为参数.

▶ 3. 高斯核函数：
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exp, 2
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其中 σ 为参数, 高斯核函数是径向基函数核的一个典型代表.

▶ 4. 指数核函数：

  ,
2

exp, 2 






 



YX

YXk

其中 σ 为参数. 指数核函数也是径向基函数核代表, 与高斯核函数很像, 只是将 L2 范数变成 L1 范数.



▶ 5. 拉普拉斯核函数：

拉普拉斯核函数完全等价于指数核, 区别在于前者对参数的敏感性降低, 也是一种径向基函数核.

  .exp, 
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值得注意的是, 上述理论均是在 ϕ(X) 已经中心化的前提下完成的. 在实际应用中, 应首先将矩阵 ϕ(X) 中心

化, 即
     XXX   n1~

▶ 其中                        , 为 n × n 矩阵, 其每个元素为     . 由上述可知, 不需要显示计算              , 只需得到中心化后的核

矩阵即可：

T
111111  nnn n n

1  Χ~

    .KKKK~~Κ~ nnnn 1111T  XX 

▶ 因此上面介绍 KPCA 使用的 ϕ(X) 和 K 本质上就是这里的           和       .   Χ~ K~



t 分布随机邻域嵌入 (t-distributed stochastic neighbor embedding,t-SNE) 是一种针对高维数据的非线性降维

算法, 在 2008 年由 Laurens vander Maaten 和 Geoffrey Hinton [13] 提出. 传统主成分分析是一种线性算法,不

能解释特征之间的复杂多项式关系. 而 t-SNE 是基于邻域图上随机游走的概率分布寻找数据内的结构, 将

数据点之间的相似度转化为条件概率, 原始空间中数据点的相似度由正态分布表示, 嵌入空间中数据点的

相似度由 t 分布表示. 通过原始空间和嵌入空间的联合概率分布的 Kullback Leibler(库尔贝克–莱布勒, KL) 

散度 (用于评估两个分布的相似度的指标) 来评估嵌入效果的好坏.

1. SNE 算法 

t-SNE 算法是从 SNE 改进而来, 所以先介绍 SNE . 给定一组高维数据X = (X1, · · · , Xn)T, Xi = (Xi1, · · · , Xip)T. 

目标是将这组数据降维到二维,SNE 的基本思想是如果两个数据在高维空间中是相似的, 那么降维到二维空

间时距离应当较近.



1. SNE 算法 

随机邻域嵌入 (SNE) 首先通过将数据点之间的高维欧几里得距离转换为相似性的条件概率来描述两个数

据之间的相似性.

假设高维空间中的两个点 Xi, Xj , 以点 Xi 为中心构建方差为 σi 的高斯分布. 用 Pj|i 表示 Xj  在 Xi 邻域的概

率, 若 Xj  与 Xi 相距很近, 则 Pj|i很大; 反之, Pj|i 很小, Pj|i  可以表示为
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▶ 其中 ││    Xi − Xj││表示点  Xi , Xj 的欧氏距离, 这里只关注不同数据点间的距离所以我们设置 Pi|i = 0. 高斯核的带宽 σi 

是条件概率中所涉及的范围. 有些特征点是稀疏的, 有些比较紧密, 因此带宽大小也是不同的. 一般来说, 数据密度高

的区域带宽要小于数据密度低的区域.每个数据点的高斯核带宽的最优值可以通过简单的二进制搜索[14] 等得到



1. SNE 算法 

当把数据映射到低维空间后, 高维数据点之间的相似性也应该在低维空间的数据点上体现出来. 假设Xi,Xj 

映射到低维空间后对应 Yi,Yj , 那么Yi,Yj 邻域的条件概率为 Qj|i:
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▶ 低维空间中的方差直接设置为                     同样 Qi|i = 0..
2

1
i

如果条件概率 Qj|i 反映了高维数据点 Xi, Xj 之间的关系, 那么我们希望条件概率 Pj|i 与  Qj|i  应该完全相等. 

若给定  Xi 与其他所有点之间的条件概率, 则可构成一个条件概率分布 Pi. 同理在低维空间存在一个条件概

率分布 Qi 与之对应, 那么我们希望条件概率分布Qi 与 Pi 完全一样.



1. SNE 算法 

为了衡量两个分布之间的相似性, 采用 KL 散度最小化低维与高维下两个条件概率分布的差异, SNE 最终

目标就是对所有数据点最小化 KL 距离, 可以使用梯度下降算法最小化如下代价函数:

  . 
i j ij

ij
ij

i
ii Q

P
PC logKL QP

但由于 KL 距离是一个非对称的度量, 这意味着当 Pj|i  较大, Qj|i  较小时, 代价较高; 而 Pj|i 较小, Qj|i  较大时, 

代价较低. 即高维空间中两个数据点距离较近时, 若映射到低维空间后距离较远, 那么将得到一个很高的惩

罚, 这符合我们的初衷. 反之, 高维空间中两个数据点距离较远时, 若映射到低维空间距离较近, 将得到一个

很低的惩罚值, 我们的初衷是这里也应得到一个较高的惩罚. 即 SNE 的代价函数更关注局部结构, 而忽视了

全局结构.



2. t-SNE 算法

在 SNE 中, 高维空间中条件概率 Pj|i 不等于 Pi|j , 低维空间中 Qj|i 不等于 Qi|j , 于是为简化计算提出对称 SNE, 

使得 Pij = Pji, Qij = Qji, 优化Pi|j  和 Qi|j 的 KL 散度的一种替换思路是, 使用联合概率分布来替换条件概率分

布, 即 P 和 Q 分别是高维空间和低维空间里各个点的联合概率分布, 此时目标函数为

  ,
i j ij

ij
ij Q

P
PC logKL QP

▶ 其中, 在高维空间中定义
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为了使得高维度下的中高等距离在映射后距离更大,�以减轻拥挤问题,�在低维空间中使用更加偏重长尾分

布的方式将距离转换为概率分布.



▶ 其中, 在高维空间中定义

2. t-SNE 算法

因此, 对于高维数据点 Xi 和 Xj 的低维对应点 Yi 和 Yj , 采用自由度为 1 的归一化的 t 核：
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因此 t-SNE 是通过仿射变换将数据点映射到概率分布, 将两个数据点之间的距离转换为以一个点为中心一

定范围内另一个点出现的条件概率. 由于在嵌入空间中的目标函数是非凸的, 因此, 可以用梯度下降最小化

目标函数,此时
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2. t-SNE 算法

因此, t-SNE 的主要优势在于通过 t 分布与正态分布的差异, 解决了样本分布拥挤、边界不明显的问题, 使

得相似的样本能够聚集在一起, 而差异大的样本能够有效地分开. 但它同时也有计算复杂度高, 目标函数非

凸, 容易得到局部最优解; 对参数敏感、结果具有随机性等缺陷.

t-SNE 非线性降维算法在实际问题中可用于处理高维数据集, 并应用于自然语言处理、图像处理、基因组

数据和语音处理等问题中.



2.5      主成分分析实践


